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Por medio de l a  geometrla b t e g r a l ,  se es td  en condi 
calcular  probabilidades d e l  s fguiente  t ipo:  
En e l  espacio euclidiano de dimensidn n, En, Sean K, 
cuerpos convexos f i n i t o s  tales que K 5 L. ~uponiendo que 
L y K' tres I 
=p 
I - +  
movemos 7 . 4  - 
aleatoriamente y de manera uaiforme el cuerpo K t  de manera que torte<- 
a L zcudl es l a  probabilidad Be que K t  tambign cor te  a K? 
E s t e  problema se resueloe usando l a  f6naula fundamental c i n d t i a  1 
que erpresa l a  medida sobre el grupo de movMentos Gn d e l  conjun- 
t o  
. {g E Gn / K n. gL $4 1 7% t l -  
C 
mediante 10s llamados nQuermassintegralen Wi de K y de L. 
l t imos aiios, varlos autores  consideraron un problem , 8q 
-bn, se cal s imilar ,  en e l  cual  on lugar de probabilidades de m 
culan probabilidades de tangencia. 
Se consideran dos cuerpos convexos K y Kt y se colorea una' 
.J 4. 1 
mde cada uno de 10s respectivos contornos. Luego se mueve alguno 1 
de 10s cuerpos (o ambos) tie manera que se toquen y entonces se 11 I 
' pregunta z c d l  es l a  probabilidad de en las Sreas colo- 
- ..n 
, ' I  I ,  
reada s? 
C 
Firey [ 11 . fue e l  primem pue planted este problema. Mc Mulle 
I ' i - .. 
[ 71, ca lcu lb  l a  probabilidad lipn e l  caso en el  que K y Kf son pol 
convexos y Firey expresb l a  psqbaabilidcl8 para cuerpos convexos 
I " cualesquiera en t b d n o s  de Zas in tegra les  de superf ic ie .  Como est i n t eg ra l e s  estdn definidas sob?@ 1% es fe ra  unidad, l a s  par tes  colorea- 
I &s no podfan ser cualesqu&era, s in0 i d g e n e s  inversas  de Borelianos 
++ & e s t a  esfera unidad.Schneider 1101, elimind esta res r ccibn, I pzqz? 
* ut i l izando,  en vez de l a s  in tegra les  de supe*ficie, 10s 
1 F- '  ' K ~ u n g s m a s s e " ,  que e e t h  daflnidoe sobre e l  contorno de cualquier 
cuerpo convexo K. Finalmente mil  [ 141,  pro- que sobre el  conjunto 
G,(K,K') ='{g E G, / K y gKe son tangentes1 
e d i d a  natural ,  tal que 10s conjuntos 
C o ( ~ , ~ ' )  = ' { ~ E G ~ ( K , K ~ )  / B ? ~ B '  # $ 3  
resul tan medibles s i  b C I a K y 4'. 5 a K1 y que e s t a  medida se puede ' 
exgresar en terminos de 10s w ~ ~ u n g s m a s s e n  de K y K w  , obteniendo- 
para poliedros e l  mi- resultado que M c  Mullen. C .  -+y - -  8 
9. 
M 1 d 1 En este t r a  go exprammoo l a  medida encontrada por W e i l  explf- 
I . I1  citamente, 9 e l  caw de E3 y vemos algunas aplicaciones, en t r e  l a s  
cuales r e su l t a  como coro la r io  la  probabilidad calculada por M c  Mullen, 
u sea: dados dos cubos que se tocan, l a  probabilidad de que se 
toquen aris ta  contra a r i s t a  reeu l ta  0,54 y que se toquen ve r t i ce  
. F  ' d l -  
' 
I Santald an I81 , consideramoia m problama de tangencia similar .  Tomanu, 
r P un cuerpo convex0 K y un cilindPb Lnfanlto Z -Be seccidn normal D- e Ej y ancuntramos una medido subre f (0 )  - e l  con junto de todos aquellos 
cilindros cuya se de forma tal .. 
~ s t a  medida n mte s calrmlar, ut i l izando l a  f6r1nula 9.8, 
r B ' ss un sector  inf  i n i t o  de a Z, 
wgoniendo que Z y K son tangentes &cud1 es l a  probabflidad de que 
se toquen en 8 y 8 '  ? 
En e l  capftulo IV genemliaetaaos este resultado a 1  espacio eucli-  
diano de dimensidn n, Q, y consideramos c i l ind ros  i n f i n i t o s  Zq, 
cuya secci6n normal D es t4  incluida en un espacio de dimensidn n-q 
- 
I, y que t q g a n  como generatrgz lo* q-planos ortogonales a D. 
nos permite medir l a s  probabilidades antes mencionadas y a d e d s ,  en 
e l c a s o  en que D se reduce a un punto, nos da l a  medida sobre todos 
tangentes a K. 
Bsta madida obtenida corn c~su particular de la medida sob& 
- 1  , 
I 
I 
Z (D,R) , coincide con l a  me&Qa sobre q-planos tangentes a un i . f w d  







I 1. Defiaiciones 
Para e l  es tudio  de 10s cwll;pos convems en E,, son fundaments- -1 
e 1 .  . I  &as 10s l l ~ d o s  "Quermassinteg$a2e?de H. Minkowski o valores  me- $$' 
dios de sus proyecciones aobre subespacios l inea les .  Vams a recor- 
I dax su def inic idn y su vincul*cibn con l a s  i n t eg ra l e s  de curvaturh media. ' 
I Consideremos e l  cuerpo convaxo K. Sea K i  su proyecci6n ortogo- 
I , nal  sobre un plano' E. Llamrensos d Q a 1  elemento de area sobre l a  
es fe ra  unidad correspondiente a1 punto determinado por e l  radio  
1 garalelc a l a  normal a1 plano. E l  v d o *  mcdio d e l  area F(Ki) de ; 
I K i  es: 
I 
con la integracibn extendida a &a eemiesfera unidad. 
En l o  sucesivo representarems por 8, t an to  a l a  esfe ra  
11 
I a su area, o sea 
Zn I eh = h+l 
r (-1 
I 2 Tambign necesitaremos e l  volunten de l a  es fe ra  unidad en Eh, 
, . 
cuyo va lo r  es 
h/2 
1.3 Oh-1 ' 2 . n  . K ( h )  = -- -
h h h. r (-1 
2 
donde l' es l a  funcidn gamma, que para valores  macionalee pos i t ivo  
de denoarinador 2 pue&e def1ni.g- recursivainente por l a s  re lac iones  
Entonces: e l  Quermassinteqrsal W1(K) se def ine  por 
fL  L $- y aplicando una c l t s i c a  f6mula  de Cauchy 18 1 .  
I '  - 
S i  en vez de proyectar K sobre un plano E, se proyecta sobre 
m a  recta G, que t l e n e  l a  direccibn correspondiente a do, se obt ie-  
ne un semgento Ki y e l  valor  media de su  lonaitud es 
& 
' 
entonces e l  d ~ e r m a s s i n t e ~ r a l  W2 (R) se define por IF7, - 
- 
completar, se def Wen 10s valores  extremos 
W (K) = V(R)  = volulmn dt K 
1.10 + !  , il 
Estos invar iantes  Wi (i = 0 , 1 , 2 , 3 )  estdn def in idos  para c u a t q u i a  
cuerpo convem K ,  independientemnte de l a  regularidad de  su contor- 
2  una super f ic ie  dm clase C , se pueden d e f i n i r  tanbidn 
l a s  " in t eg ra l e s  de curvatura &ian ,  a saber: 




; I  a ,  




siendo r l  y r 2  l a s  curvaturaa p r inc ipa les  en e l  punto cuyo elenen- 
t o  de Srea es da . 
Por l a  def in ic idn v e m s  l a  s iguiente  reikacidn 
l a  cua l  permite d e f i n i r  lag ixltegrales de  curvatura media para 
2 
cuerpos cuyo contorno no sea C , 
Para l a s  def in ic iones  an t e r io re s  ver  ; Hadwiger [ 3 1 , Santalb [ 8 ' 
2. CdlCulo -- de l a s  Mi 
pue-ms ca lcu la r  l a s  Mi (lt), o 10s wi ( K )  Para algunos cueWOs 
a) Si  a K  e s  de c lase  c2, exis ten l a s  curvaturas pr inc ipa les  y 
h M i  se calculan por l a s  fdrrmlas dadas en 1.11. 
b) Poliedros 
S i  K es un poliedro convem cuyas a r i seas  t ienen l o n q c u a  
a i  y 10s angulos diedros corrempondientes valen a i r  l a  integral 
de curvatura media M l(a R) vale 
con l a  s u m  extendidad a todas l a s  a r i s t a s  de K. 
Para d e m s t r a r  2.1 se tom e l  cuerpo convex0 KE , parale lo  
ex te r ior  a d i s tanc ia  r de K y se calcula  M ~ ( K , ) .  
puesto que 10s Wi son funcionales continuos de l  espacio de 10s 
cuerpos convems (Hadwiger [ 3 1 , Schneider 18 1 
La par te  de Kc cor respondia te  a 1as  ca ras  de K1 son ca ras  
planas para l a s  cuales MI= 0. 
A l a s  a r i s t a s  de K, corresponden f r a n j a s  de  c i l i nd ros  de radio 
E y dngulo (n - ai) . Para e s t a '  super t ic ies  l a s  curvaturas pr inci-  
pales son 
E l  elemento de area  va&e 
siendo & e l  elemento de longitud. For l o  tanto, para l a s  a r i s t a s  dc 
- 
l o n q i t u d  ai, sera  . 
Los ve r t i ces  de K dan lugar an Kc a casquetes de superf ic ies  
es fe r icas ,  con l a s  curvaturas pr incipales  
y elemento de area 
Por l o  tan to  
con l o  cual, si  c+O, l a  curvat&a media en 10s v4r t lces  serd  nula. 
(caras) + M ( a r i s t a s )  + M (casquetes) , resul- 
2 c )  Cuerpos convexos limitadoe por caras  curvas 2 c la se  C . 
Supangarnos que K sea m a  super f ic ie  pol iedral ,  pero de caras  
curvas. Al pasar a Kc y luego r+O, l a  parte correapondiente a 





Los vdrtices de son p a r a s  de esfera g, como en 
1 
e l  caso de 10s poliedros, l a  -a1 de curvatura media e s  nula. 
Qucrda l a  parts  correspondiak&e r las na&Lb+L(blf, que en KE 
son franjas de cilindroeeurvos da radio c y &Igulo ( p a  Las curva- 
- - 
2.8 - 1 Y 1 
'Kl - - K2 * - 
E P +e 
siendo p el radio de curvatuser de l a  a r l s t a  de K. t 
~l elemento de area es  
Y por l o  tanto, l a  contribuci6n a M1 (K)  da l a s  a r i s t a s  es: 
1 1 Ml(aristas) = ( + -1. + )  . - ds dv 
2 E p+c P 
+ 2 Ifpa. a 
€+O 
Es decir,  para poliedros convexos de carascumas y a r i s t a s  . 
P* ? lq Para aclarar esta f6mula, vamos a apl icarla  a1 caso .del cono I, recto de al tura h y radio de l a  base r. 4 
-- - 
-h  ! 





Pero . I : ,  
La base e s  plana y entonme Ml (base) = 0. 
La a r i s t a  e s  l a  circunferencia de base y segdn 2.10 es 
2 n r . c  = r .  M~ ( a r i s t a  - - r ( n  - - a ) ,  
2 
Por l o  tanto 
2 h 
MI (conol = nh + n r - n r  a rc tg  - , r 
Vamos a reunir aquf algunos reeultados que se obtienen 
de l a s  f 6rmulas anteriores.  Coatpletamos asf algunos valores 
pox Hadwiger en 14 1 1 .  \$- ;., 
er 1 -  - i h) Cuarpos convexos K, tales qw aK sea de c lase  C 
I) Bola de radio r 
4 V = - n  r 3 
'I 
3 
F S 4 d r  2 
8 M = 4 r r  
I ii) Elipsoide de revoluczon da ejes de sametrza a y b 
b) Poliedros regulares inscrSptee en l a  bola Be radio R 
i) Tetraedro 
1 M = 6 ' 45  R arccos (-1 
i v )  Dodecaedro 
v) Isocaedro 
Poliedros cualesquiera 
i) Paralelepfpedo recto 
V = a.b.c 
F = 2 (ab + bc + ac) 
M =  ' r ( a  + b + C)  
do lados 
ii) Paralelaplpedo o b l i c u ~  de lados a, b, c y lngulos ax= ((arb) 
F = 2(a.b sen a1 + b.c sen a 2  + a.c sen a3) 
E s t e  dltimo resultado es curioso, ya que prueba que l a  cuma 
tura media de cwlquier  paralelepfpedo no depende de 10s dngulos 
caZcular e l  volumen, necesitarfamos 
calcular 10s angulosdiedros, pero para l a  curvatura media no, ya 
que a lados iguales correaponden dngulos ccmplementarios. No 
I 
ponemos l a  fbnrmla de l  witman, por ser complicada y no l a  ' 
necesitamos en el  futuro, 
c) Cuerpos convexos limitadoa por caras  curvas de c l a s e  C 2 
5 )  Cilindro convexo r ec to  de  base D y a l t u r a  h tal que 
L (aD ) = u = longi tud de a D 
ii) Segmento de longitud L 
-v = 0 
iii) Placa convexa de area f y longitud de contorno u 
v =  0 
i v )  Cono de revolucibn, de rad io  de base r y a l t u r a  h 
6) Semiesfera de radio r 
v i )  Cilindro terminado por m e s f  eras 
v i i )  Cono sobre una semiesfera 
r 
v i i i )  Snterseccibn de dos srferas 
v = a (2 - 3 cos a + cos3 a )  r 3 
3 
F = 4~ (1- c o s  a )  r 2 
M =  2 r , [ 2 -  2 cos a + ' (I- h )  sen a ]  r 
2 
I .  




1 v = - (2 - 3 cos a + cos3 a) r 3 
3 
2 F = n r (3 - 2 cos a)  
M = 4a . r + r r. sen as. ( v a )  
x) Cilindro terminado por conos 
M = n (h + 2hl + r (r- 2.) 1 
i .  
I q* Cilindro terminado por . un con0 y una semiesf era I 
I ---- . 
I  v =  n r  Oh 2 ( h +  - l +  1 -r) 2 3 3 





. - 2-7 
. i 
xii) Sector cilfndrica 
.C 
r 8 
xiii) Sector de con0 
a h M = -- h + ( a .  r + 2x1 (TT  - arctg(-1) 
2 r 
Sean K y K' dos cuerpos collvexos en E3. Con 
gNpo da movimientos en Ej. Se quieren medir con 
4.1. 
G3 denotamo 
juntos de l a  
Como G3 es l o c a e e n t e  comp.cto, segdn e l  teorema de Haar, exis- 
te sobre G3 una dnica medida *variant.. E s t a  lnedida se llama densida 
c i n d t i c a ,  y se demuestra que puede escrZbirse en l a  forma L: 
dK = d~ A dn A d~ ([ 8 1 , pag.256) 
, -.m L - 
I Intuitivamente serfa:  para f i  j a r  l a  posicidn de K en e l  espacio, , 
I 
debo f i j a r  un punto - dP -, ma direcci6n por este punto - dn - y 
un gi ro  alrededor de eata d i r e c c i 6 n . d ~  
Se prueba que es t a  mcdida es invariante por movimientos ([Ill 
g 95) y vale la fdrmula f u n d u s n t a l  cinendtica 
+ 
4.3 1 dK' = 8n2(v(t)  + V ( K b ) )  + 2n(M(R)F(KB) + M ( K ' ) P ( ~ ( ) )  I 
K n K ' f 4  
PJ p es la m i c a  medida invariante sobre G3, se 
I 
b .  
J .  puede e s c r i b i r  tanhian 
I' 
.L7- . 8.7 
dKv - '  1 d;(g),L 
;'! -lmlu A 
.- 
I ? ,  - 
I; ': 4: 1, : don& A srl'el ccwjunto,, 
., - 
.I - 
.T ! Ahora se nos plantea l a  sip%eate pregunta: s i  definimos i;j 
GJ ( K , K 1  para cuerpos crslauOI K g K 1  cualesquiera por 
I 
zhabra sobre G3 ( K , K V  ) m a  I.dida 
I I 
L K l o  definimos como l a  supra d. Minkorski (vet 181 ) de K+ eB3 resul- mnE 
- 
Entonces, por 4.3 r e s u l t a  
I 
. , , I  I I  - 
C a - t. J I ,  ~ g . 2 2 0 )  se satm qua ea : dS,.r 2T d 
i 
I L 4  v ( K € )  = V(R) 4 ~ F ( R )  + e2; H(K)  + - n e  3 
I F ( K c )  F ( K )  + 2 rM(r) + 4n r 2 
8 M ( K I )  = M ( K )  + 4re  
I 
I 
4.10 I d K ' = 8 n 2 ( v ( ~ ) + V ( K ' ) ) + 2 n ( C f ( K e ) F ( K ' ) +  E 
K  nK'#t#l 
t + F(K.1 M ( K  
2 2 
= 8 n  ( V ( K )  + eF(R) + t M ( R )  + 4 r e 3  + V ( K g ) )  +'> 
3 
I 
.. J .--.I 
I i - I  
I F= 1 dK' + 8 r 2 e ( F ( K )  + F ( K b ) +  - M ( K ) M ( K V ) )  1 + 
hr 1 :
K  n kl#t#l 
e 
(M(E) + M ( K Q ) )  + =  n 3  c3 
3 
Entonces pue 
taxes que K'  n K  $( y e K'nK=+ , 6 , l o  que es equivalente: la-nedi-  - 
I da de l a s  posiciones de K g  tales qua ( K t  ~ ( K € - K )  )#+. 
""a I 1 
I #+<- I d K '  - 4 n r  ( 2 r (F ( t )  + F ( K ' ) )  + M(R]. M ( K ' ) )  + 
"' 
(Ke-K)nK'#( 
32 3 3 r n E 3  + 8 n 2  c 2 ( ~ ( l t )  + H ( K b ) )  + - r  E 
1 6  3 
I Entances e x i s t e  e l  l h i t e  para t + O  d e l  cociente de e s t a  ?--A C 
I . - 
expresibn por E y l o  1 
l i m  
€4 
y r e s u l t a  que, si 41 es l a  medida s o b e  GJ (K,Kw 1 encontrada por 
W e i l ,  
5. Medida sobre -G3 (K,Ki  ) 
i En este pdrrafo, queremor emlicitar la medida 4 
CK,Kt ) introducida en e l  pQrrafrb an te r io r ,  
I Dados K y K g  cuerpos conve IS en E3, Sean 0 y 0 '  tales que 
0' 5 a K  y ' B '  I) c a K 1 .  Entonces nos in te resa  m e d i r  aque l l s s  pos i c i  
de K' ,  tales que K t  es tangente a K y ademas que 6 '  sea tangente . 
a 6 . S i  definimos 
Para e l l o  s egu imms  prbaigalmente  a W. W e i l  ([ 14 I 1 , 
R. Schneider (1 111 1 .  
Sean en Ej 10s s iguiantes  c ~ n j u n t o s :  am 
Dado un cuerpo convex0 K, para cada borelianq 
Estos conjuntos U s  no .M en. general  convexos por l o  t an to  no 
exis ten 10s 'Quermassintegrale Entonces se define una generalizk- 
3 
cidn de 10s Wi (lc) con qi  (I, 0) de t a l  forma que (K,R ) = Wi (K) . 
Para e l l o  calcularemos A (K, 13) =V (U, (K, 0) ) . 
I 
Pero 
U& ( ~ ~ $ 1  - (K n 8)  + i (en ax) - ~1 5.3 & 
donde l a  suma indica la  sums ile Minkowski y . ( B  n aK) E es e l  cue 
pare le lo  a dis tanc ia  &, def3,nicl.o en 4.8. 
Entonces 
Por tanto, de ( 5 . 5 )  se deduce 
donde : n sna es  la imagen esfdrica de B n a K ,  o sea que a cada ' 
x E B n a K  l e  asocia el  extremao del vector normal unitario a K 
en x; RIP R2 son 10s radios de curvatma principales de aK en 
x i  y du2 e s  e l  elemento de aretit robre la  esfera widad. 
'5.6 
Pero entonces 
Ac ( K ,  $1 
L 2 
= V(K n 6) + e F ( & n a K )  + c M ( B  naR) + 
+ 'C 3 




, si  E toma 10s valonte 1,.2,3,4 puedo despejar Wi(R) 
3 de A. (K,R ). Resulta 3 
- .. L - r 
13 3 .I¶ 3 ' 7  3 11 3' W1(K) =C A (KtR ) + - 4 (K,R ) - - A3 (K,R )+ - A4 (K,R ) if 
9 1 6 3 :$ 9 
1 3 4 3 ' 7  3 
lm. 1 ' 3  - -  ;. 
W, (K) = - A1 (K,R ) - - AZ (KtR ) + - A3 (K,R ) - - A4 (K,R ) - 
2 3 6 3 Ik-' 
- ,  
1 3 3 
d  
' 
W3(K) = - - A1(K,R ) + g l ( ~ ~ ~ ~ )  + I? (K,R& 1 A4 (KtR 1 
6 2 2 6 
.- 
-. 
Entonces se define ( [11It Hg. 124) 
r 
4 
Y~ (K, B) 4 A~ (Kt b)  - 6 1 ~ ~  tKI B )  + ( K ~ B )  - Aq $1 
7 11 d '# 13 U1(K,B) = - - A1(Krb) + 19 %(K,B) - - A3(KtB) + - A4 (Kt B) 
9 6 3 18 ' 'r3 
7 1 
. :J!p 
1 4 rn 8 
= - A (K~B) - - A2(Krl) + - A3(KtB) - - Aq (Kt 0 )  Y * (K, B) 
2 1 3 6 3 
1 1 1 1 u~(K,B) = - - Al(K,B) + -A2(KrB) --A3(KtB) + -A4(lttB 
6 2 2 6 
Results, sustituyendo 108 ai pot 10. valores obtenidos en 5 7, 
3 Notams que Oi (K,R = Wi(*) . 
Estas funciones es- &finidas  para cualquier  cuerpo con- 
1 
vexo K, y cualquier  boreliano' B, S i  consider0 K f i  jo, se demuestra 
que (K, . ) son medidas f initas sobre 10s borelianos en E3 ( ver [ld , 
pbg. 124). 
I !  I 
Notemos aquX que R. Schneibt  [d usa o t r a  definici6n de e s t a s  
5 ;  funciones. gl define 4 (K, 6) de -1 f o r m  que 
#n-iti,e) 
K (n-$1 
tp  r -  
t Estamos ahora en condiciones de  d e f i n i r  una medida sobre G3(~!1(') 
I %+ S i  C o ( ~ , ~ v )  es e l  conjunto definido en 5.ldefinimos I /&y 
I ;.- 
1 '  5.13 C E ( C o ( t 3 , 0 ' ) )  = '{g E G3/ 0 < . d ( K ~ g K ' ) ~ e y  
I E C o t e , s t ) 3  I :  
donde T K I K , i R  3 +  I 
. 
TlttK8 (XI = x + u~K,I~ ' ) '  
I I 
u (K,Xt) 3 X-XI , y x E 5 l(t E K ' .on lo. puntos quo nneaLizann 
la dis tancia  de K a X *  . 
Intuitivamente , ser fa  el  can junto de todos 10s movimientos, t a l e s  
que K y gK8 esten a distancia menor que E , y a d d s  que 10s puntos 
x y x '  qua realizan l a  distancia de K a GK; est6n en $ y 8' respec- 
tivamente. 
En general, si  s .es un axmconjunto de G3, definienao 
- - 
. - F>rn.TJ l?,$l 
- . --Cl (h) r' (g E G3 / 0 < d(X,gEv) c r y T(x,gKb) 0 g n) 
se prueba ([lj , @g 140) qw Cg (6) ee u11 borellano de G3 y entonces 
. . 
, . 
efiste IJ (C, (h) 1. A d d s  MU ptw p (C, ( -  . ' ) ) es una medida sobre 
O3' concentrada en G j  (K,K') ([u, #'J- 140-141) 
Queremos expresar ahora p (Ce (q) ) C D ~ O  p o l i n d o  en E ,  para luego 
1 def in i r  l a  medida buacada como lim - (p (C* (n) 
Para. e l l o  usaremos l a  f o m  exp l fc i t a  de IJ. ([ll] , ptIg.96) y 
quo un m i m i e n t o  g, queda &$emuinado por l a  rotacidn p y l a  t r r  
Entonces 
donde: dA es la medida Tabesgue de Ej 
dv es la medida sobrr SOj y 
Mostraremos, siguiendo a W. Weil k41, que T(p) es un conjunto 1 
de la forma U L ( ~ , a )  (ver 5 . 2 )  con L - K - PK' y 
Entonce s 
" 
I?. i >l;;j"?.-\:? 3 ' {X 
, L ,  ...'. 
.$.t, ; , 
. , .;.: 
.; donde por 
- . I  
entre 3 y 
Pero 
h... r.  . . 
entonces 
. . 
d(K,gp,xK')e r ,  T(K,gp;xK') 0 
indic-8 la traslacidn por el  vector distancia 
y AS (K- p K ' , a )  por 5 . 7 ,  vale  
Notemos que e l  t6rmino correspondiente a O0 no aparece ya 
que a - C aA(K- pK' ) y e n t o n a s  V ( ( K - p K V ) n  p) = 0. 
eero 
1 3 5 .16  P ( C ~ ( ~ ) )  = 1 . (3-i Jso3 qi ( K - P K ~ , ~ )  
i=1 
Entonces definimos corn mdida 4 sobre G3 (K,K1 ) a1 coef ic iente  
G del  polinomio anterior 
Entonces 4 e s una medida cmncentrada sobre G3 (K, K! ) . 
o sea, 
I - 
, P S i  ahora consider0 e l  conjunto C, ( B,  B ' , W e i l ,  en [I41 prueba 
,, , que este conjunto es medible segdn g y Schneider [ l a  prueba que 
1 ' -  b - 
5.18 
' 4  
1 (K,B) O i + l ( K ' , B ' )  j i  
0 
# 
1 5.19 L 4 ( K , K ' , C o ( B , i 3 ' ) )  - - ( Q ~  P(B')  + F(B) + 2M ( 8 )  M ( B  4r t l o  cual  r e s u l t a  de reemplazar en 5.18 10s valores  de $i obtenidos 
8 '-- en 5.12 observando que si  B Q K  * F(B fi 8 K )  = F ( $ ) .  
II 
t 9Q 3 
Ud-' x p Adends, s i  B -8' = R , entonces Cg ($ ,B ' )  = G 3 ( K , K ' )  y 
.I ,#!! , 1 1 A .-- 
r I" - 
I 5.20 F ( K )  -4 F (K'  ) ) + ~ M ( K )  .BI ( K ~  ) 1 
t B" 
1 :- 
$ f 6 ( K , K ' )  e2. el +(x,Xn, G 3 ( X p K 1 ) )  
I I  
donde 8 ss l a  medida !',lutu,&.t&vftn encontrada en 4.12 y . 
f 7 .   :. h '  . , y el = 3- 
Pero entonces 
Esta dltima igualdad axpleb l a  nnatu/ratidad" de 9, 
i Con es tos  resultados, la  f6rmula (5.19) pennite enunclar l a  
siguiente 
Dado un movimiento g E G j  (K ,Kb)  tal que K y gK' son tangentas; 
I entonces : 
dados B I C a K  y 8 '  C a K V  , la probabilidad da que g E C o ( B , B  
s sea que 8 n.gb' # 4-estd da&a por 
@ 0 ,  F(B1) +fig' F(B) + W ( B )  M ( B ' )  
5.22 p(B P B X ) '  
I 4r (F(K) + F ( K B ) )  + 2 M ( K )  M ( K ' )  
I 
1 Como en toda l a  teorza Be probabilidades geometricas, aquf l a  
t probabilidad se define simp~esmnte como e l  cociente de l a  medida de 10s casos favorables y del  tot311 de 10s casos posibles. 
I 
6. Aplicaciones de la  .fbrrula 5,,22 
-- 
6.1 Cuerpo convex0 KO y poliedro K1. 
1 
' J  7 
Dados un cuerpo convexo KO,-de area  Fo y c u r v k t k a  media Mo- y 
un poliedro K1, de area Fl y curvatura media M1 dada por la  fdrmula 
2.1 ; exis ten tres posibilidadea de tangencia 
a )  K toca a KO con un drtice.  1 
Usando l a  notacidn d e l  parrafo  5, s e r f a  
b) K1 toca a Kc con una cami 
B1 = caras  
6) K1 toca a KO con una arista 
Bl = aristas 




tocan (tienen punto comdn a n  taner puntos i n t e r i o r e s  comunes), l a  1 
- 
- OfObabilidad de que el  punto d. contact0 sea un ver t i ce  de K1, o 
I - 
m t e r i o r a s  pa, pb y pc respectivantentem 
on punto de una cara  de K1 o w punto de una a r i s t a  de K1, son l a s  I 
r 
Usando l a  desigualdad isophrirdltxica ([ 4 I ), que dice  que: 
s i s c u e - c o n v a o d e d & a ~ y a u m a t u r a - ~ a ~ , e n t o n c e s  
3 (IT probarems que pa esU mtre pa y pb o es mayor qlra 
B 
4m-iXls. 
En efecto dados K0y Ks enfpncas 6 FOG F1 6 F1< Po. Supongamos 
8 1 '  i que FOG F ' ~ .  I n  e s t e  caso es pa< uiero  ver que pc> pa. 
I RlfS 4 ; r-;J til ! 
Supongamos que no, enton 
\i 
2M0 M1 < 4" Po 
*o ltU1 < 2n - 
, ' [ ' 'Il?fI!a %
2 
2 ' '  < 4n2 5 < 41 M1 P1 e Mo M* 
2 < . , < . qua es un absurdo. 
'1 







I I \ 
f 
En efecto,  supongamos que no. 
2 l o  qua no es posible, ya que H1 4rFl. 
D e  e s t a s  cuentas r e su l t a  que, dados IL, y K1 en l a s  
anter iores ,  entonces para ordenar l a s  probabilidades pa 
m e  basta conocer l a s  areas  de KO y K1 respectivamente. 
Ademgs ke ve o t r a  cosa: 
condi 
?Pb Y 
Dado un cuerpo convexo KO, no e x i s t e  ningth poliedro tal 
que l a s  tres probabilidades resul ten iguales. Pues si pa= pb o 
sea Fo= F1 entonces, para quc pc = pa * 
lo  cual  no puede ser 
-6.2. Dos poliedros %, 4 -
Dados dos poliedros % y 5, Msi-ente ex i s ten  nueve probabiii- 1 
dades de tangencia de las  cualas solamente tres son no hulas. 
(b) g1 toca con un vertiar al- do % 
b) % toca con un vert ice  alguna cara de Kl 
C )  % y K1 se tocan a r i r t a  oan rrfrta 
r 
, . 
Notems que estamos en e l  misnio caso que an te s  , o sea que l a  
re lacidn de 6rden e n t r e  las probabilidades dependerd exclusivamente 
de la re lacidn de 6rden entre UQ areas de 10s poliedros. 
6.2.1. Otra observacidn i n t e m w t e  es l a  k&dekte: 
Se t i ene  
y se c m p l e  l a  igualdad si y 8810 s i  Po= F1 y pC es &xima, si 
F + F1 
o es xnfnima o sea si FO= F1. 
Por l o s t a n t o ,  si dividiera  a 10s poliedros en c l a ses  de egui  
l enc ias  por sus areas, r e su l t a  quo: si e l i j o  dos poliedros cuales- 
u I 
e$l quiek , pc sera mdxima s i  .mbos e s a n  en la m i s m a  c la se  de equivalen- 
c ia .  
6.3 Ejemplos d e l  caso 6.2. 
-
6.3.1. KO= KI = cubo de a r l s t a  a 
E s t e  ejemplo esta considezW30 por Scheider en 111 1 , pbg 152. 
6 .3 .2 .  KO= K1 - paralelapfpedD recto de lados a , b , c  
4r. 2 ( a b + b c + a c )  . 
Pa = Pb = 
4 ~ ( 4 ( a b  + bc + a=)) + 2r2(a + b ~1 2 
N o t e m o s  que pa = pb = 4F 
8P + WM2 
6.3 .3 .  KO= K1 = paralelepfpedo de lados a ,b,c  y dngulos al= *(a,b) 
f 
a2= *(b,c) a3=*(a,c) 
R 
":'21,.";--$ . &I I 4 i 
4(ab sen al + bc sen a2 + ac sen a,$ 
1 - Pa = Pb - 8 (ab sen a1 + bc sen a2 + ac sen aj) 4 .(a+b+c) 2 
8(ab sen a1 + bc sen a2 + a c  sen a3) + n(a+b+c) 
S i  ahora consider0 todos 1- paralelepfpedos de lados a,b, 
n ] o s  y ai variando, entonces pa,pb y pc dependen de ai; per0 M( 
es f i j o  corn, se p r o w  en e l  prIrrafb 3-b -par l o  t an to  pa r e su l t a  1' 
m&sima si F(K) e s  dxima. Pero F(K) e s  mdxima si el  drea de cada 
Sea F ( U ~ )  = area de ma cat. 
* F(al) = a.b sen a1 
~ ' ( a i )  = a.b cos al ' 
0 sea: 
Pa = Pb maxima * F (K) andxima * K es un 
recto.  
* 
Anblogamente resul ta :  p, &ni~a * F ( K )  maxima 
* K es un paralelepfpedo 
6.3.4. KO = K1 = t e t raedro  regylar de arista a 
paraleleplpedo 
recto.  
2 2  1 2  4n ( 2 n  a ) + 2.9a (arccos (- -1 1 
2 1 2 3  2. 9 a 1 arccos (- T) 1 
6.3.5.  % = cube de a r i s t a  a y K1 = tetraedro de a r i s t a  b 
pi = probabilidad de gue un v6rt i ce  de K1 toque una cara de K 
pii = probabilidad de me un drtice de % toque una 
cara de K1 
p i i p  probabilidad de qae go y Kl se 
* a r i s t a .  
a r i s t a  
Suponiendo ahbra a f&jo y b variable ,  
con 
que p i i i  es xdxima cuando F(s) - F(K;) o sea 
Otros ejemplos para l a  idxmulla X.22  
- -
S i  K es  un cubo de a r i s t a  a y K* es un segmento de longitud 
8 
entonces - de l a s  cualro probabilidades poribles, solamen 
2 resuJtan d i s t in tas  de cero. 
segmento toca de pun- m a  cara del cubo 
2 2 4r 6 a 4a 
= = 
P i  4r.6a2 + 2.3% a n B d + r a R  
toca una a r i t W  de l  cubo 
- 2.3, IT a +  B P r a t  
P i i  - - 9 
En el caso en el  que $-, r e ~ u l t a  
6 . 4 . 2 .  Sean ahora % = K1 - oam de revoluci6n de radio de base R 
v i v t i c e  
y altura h. 
Uearenaos l a  nomenclatura de l a  
cvis  f Q figura. 
Las d i s t i n t a s  posibilidades para go 6 B1 son: 
I 
n = 2 n  (1 - cos ( arctg k) ) j4,1 6 i R 
*j = superf ic ie  l a t e ra l  
gj = base 
. - 1 1  
De la s  diecis i is  probabU&&des posibles, resultan solamente 
azez dis t in tas  de cero: 
i) e l  d r t i c e  de KO toca a Kl .a l a  superficie la te ra l  0.0- sea 
t i ce  y B1 = superficie lateral 
rn 
h 2 2 1/2 2n. [l-c0s (arctg g) ) . nR (R . + h ) 
P; = 
i f )  e l  vertice de KI toca a % em l a  superficie l a t e ra l  pii = pi 




2 n. (.I-eos . (arc tg E) ) R& 
M 
donde en lo  sucesivo denotaiaos con M a1 denominador de pi, o 
sea 
. iv) e l  v6rtice de K1 toca a KO 01 l a  base piv = piii. " P 
i c i e  la te ra l  de II, toca a K1 en l a  arista- o sea $ 
% 
0 
= superficie la tera l  Bl = a r i s t a  
vi)  l a  superficie la te ra l  de K1 toca a KO en la  a r i s t a  
v i i )  la superiicie la tera l  de Xo toca a l a  superficie la te ra l  de K1; 
o sea Bo = B1 superficiei l a te ra l  
v i i i ) l a  a r i s t a  de KO toca a l a  base de K1 o sea: Bo 
B1 = base 
i x )  La ar i s ta  de K1 toca a l a  baao de KO 
Pix = Pvi i i  . 
x) la ar i s ta  ae KO toca a l a  ar is ta  de K1, o sea 
= ar i s ta  y'  I.J~ 
$0 = B 1  = arise? 
ap saxarnorqxd soslgo SOT xseTTauT;F baque~apa ua 
.ON =TP 
0 4 9-s x ZZ'S 
1 + 3s) 
= 'Fd 
3 " V  
* a o r q x s ~  =Tg 
LZ'O = Xd 
80 '0 = P T A d  
so'o = 'Fwd 
EZ'O = = Ad 
' .  .- ' .4$- - 
L r I .  
6.4 - 4 .  K1 = segmento de longihrd L . + . ~ r .  ;I 
Entonces e l  segmento puede tocar a KO de punta 
o si no tocar a % con l a  a r i s t a  
a . . M~ Nwvamuente, aplicando l a  desigualdad i eope r id t r i ca  - 3 41r arc F 
obtiene 
3 1 Pero si % es  una esfera, entonces o ,  
- 
4 o sea pi = 
2r S! 
F- 1 + -  
0 
Entonces, l a  probabilidad Be que un segmento tangente a un cuerpo Mo 
convexo K toque a gste "do puatnn , e s  dxima en e l  caso en 
e l  que K es una esfera. Pero centonces l a  probabilidad que l o  toque 
con l a  a r i s t a  sera nUnima, cwndo K sea una esfera. 
6.4.5. K1 = cilindro convexo xwto  de a l tu ra  h, area de base . f  y 
longftud de contorno u. 
En este caso existen tres probabilit3ades de tangencia: 
i)  e l  cilindro toca a KO con la base 
8 n f  
pi  = 
4 r ( 2 f  + + Pi) + 2(nh + u)Mo 
I- -53- 
I ii) e l  cilindro toca a % con alguna da l a s  aristas  
71 2  M o o  - u +  4 n  Fo 
= 
2 
p i i  
4n (2f + uh + Fo) + 2 (nh + u)Mo 
2 
i e l  cilindro toca a % con la  superficie lateral  
6 .4 .6 .  4 - cilindro terminado &n conos 
i) K1 toca .a % con algdn drtioe 'B1 = v6rticss 
A l o  largo de este  caso llbataremos 
ii) K1 toca a KO con m a  ariata 
'iii) K1 toca a KO con l a  superficie lateral de un con0 




I i v )  Kl toca a KO con la superfidc lateral cilfndrica 




I ,- - G 
I mu: - no hems s m l i f i c a d o  la$,:uplasiones, para que se  vea d s  




. -  . . - -  .. 
I 111 &DIDA CINEMATIC). PARA CILINDROS CONVEXOS EN Ej 
Sea u- la  longitud de l  contorm &e D y F (D) e l  area de D y 
cuerpo convex0 cualquiera en E3, de area Po e in tegra l  de curvatura- 
4 
Recordando l a  definicidn de G3 (K, Z ( h ) )  dada en 4 . 7  y consideran- 
do B  5 aK y 0 '  - c a Z (h) , puedo aalcular l a  medida del  con junto de d; 
odos aquellos movimientos g E Gj ( K , Z ( h ) ) ,  tales que $ ngew# 4 ,  
aplicando directamente 5.19 a1 caso en que Kt = Z(h). 
I ' Resulta entonces 
I - . 1  . .e T + ( K , Z ( h ) ,  CoCS,B') )  - -(n F(B') + SZB,P(B) + W ( B )  M ( B ' ) )  . 
4% e ' i J  i q  j\ir! ( -  ld j w [ : : I , a m  
t ( B I B t )  e s  e l  definido en 5.1. 
I Considerexnos a b r a  8 '  - a Z(h) de l a  srgtuente forma: 
es una par te  de l a  superficie l a t e r a l  que" 
t iane par base un arc0 de aD, y a l tu ra  B, e s  
P ' decir ,  $ ' as un sector de l a  superficie latera:  
I I-- de Z ( h 1 .  





7 - w m -  > ; >  11 -- 
>'A- A. 
Sea a= B !  n 3D = 0 '  n D. - y sea l a  longitud de a. 
Pero entonces 
donde 9 e s  e l  dngulo que fc~rxnaan las  normales exteriores en 10s 
-8xtE:enms de a 
\ 
Para calcular l a  curvaturn media de B I ,  tengo que calcular l a  
curvatura media de la  par- lateral y de las  " a & t a ~ " .  
Pero 
M Cparte lateral) = 
2 ' I 
7- 1-7 4 • 
rh.l,-J~l 4 9 
donde da es e l  elamento de &ma de a Z (h) y R1, d$ , dh y ds 
son 10s indicados en l a  fig=&, o sea: d$ es e l  elemento 
entre  dos normales a aD, dh es el elemento de arco de 
p, y ds es  el elemento de arco 
I Para calcular l a  curvatura, media de las ar i s tas ,  aplico l a  
f ' .  
fdrmula obtenida en 2.10 . - 
. : 
0 sea, 
b. donde ds es e l  elemento de 
l r  En es te  caso y = - 
2 
a r i  s ta 
Entonces de 7.6 resul ta  






~ ( 0 ' )  = - . cp + - .R 
2 
dl. 
+ 2M(X) (rh + h u ) )  
2 . . - . I /  ? , 
I .  y I 
r 8 
Estas son l a s  medidas de 10s conjuntos de X&vi@entos que 
l levan a Z (h) a  ser tmgen te  'a K, en un punto de By8 ' , para 
Cilin-s inf  i n i t o s  
Por un c i l i nd ro  i n f i n i t o ,  entendemos el lfmite, cuando h  
- -. . 
I t iende a L f i n i t o  de un c i l i nd ro  de a l t u r a  h. Tambign se puede defi- 
n i r  de l a  s iguiente  forma: 
1 
dado un plano E2, sea D un conjwto convexo, t a l  que D I C E2. Para 
cada x  de E2, existe Lx, m a  Wta o r b g o n a l  a E2 que p a u  por x. 
Entonces un d i l ind ro  i n i i n i t o  .r La unLbn, sobre x  en D de Lx. 
I '- 
8 y t i  o sea, s i  con Z denotaaros M c i l i nd ro  i n f i n i t o  
I Z I l i m  Z(h) .= a 4, f .  h+= D W' 
el conjunto de d3sWm.&&& 2, D. 
.. 
Entonces definbms 
8.1 Z(b) = 'U1 / J g E ( P J  / 2' = 9z3 
0 
1 
I Schneider ( [111 1 pbg. 106) prueba que existe  sobre Z (D) 
I una medida invariante yD. Y 
Aqul relacionaremos a yD ccm II , recordando que p es  l a  , ' - ' 
dida sobce G3. Para e l l o  necesitaremos 1as siguientes observacio- r 
S e a  B2 M plano f i j o  en E3 y sea L1 una recta ortogonal a E2,- 
trunbien f i j a .  Entonces 
PlW 
o sea, si  t e k 3  * t - tl + t2 con tl E E ~  y t2 E L ~ .  
Sea ahora A un subcanjunto de Z ( D ) ,  donde e l  conjunto convex0 D 
es t a l  que D - C E2. A A l a  pudo  asociar un subcon junto de G3, 
7- . 
G3(A) = ' { g  E G j  / gZ E A3 
Ahora bien, si g E G3, entonces existen ( 8 ,  t l  t a l e s  que 
8  E SO3 (grupo de rotaciones en E;) y -  t E E3 t a l e s  que g(x)= 0 (*t) . I 
Pero, si g E G 3 W ,  entomes 
1 ' L . .  . 
Considerando E3 como en 8.2, 8.4  resulta 
Ahora bien, como D C E2, 
- 
con t E LI cualqui.ra 
De aquS se deduce que G3 U) as un con junto de medida i n f i  
egUn 11. Entonces defino 
8 .7  G , ( A , ~ )  = ' {g E G3 / gP E A y /si 
. . 
Recordando l a  forma expl ic i ta  de ~r ([ a] , pgg. 95 1 calcule 
Ir (G3(A,h)) .  Pero es 
aonae 
T ( e )  ='{t = tl + t 2 E  B3/ ( g , t ) € G 3 ( A , h ) 1  
dX es l a  medida de L e b e s g u e  de E3. 
y : d v  es l a  medida aobre SO3. 
dt2 es l a  msdida Iabesgue sobre $, 
Entonces 8 . 8  resulta 
I 
= 2.h .I I dv ( 6  1 dA2 (tl) 
,.so3 
siendo vm =' I t l €  E2 / 0 (2 + ti)€ A) donde por "2 + tln entendsnos 
a1 c i l indro inf inito  qua qued. detarmfnado por D + tl. 
4 " P-o observando l a  forma arrplfcita de yD ([ 111, pdg.106) resul-  
i 
ta  que: 
y entonces ,; 
9 .  ~ e d i d a  tangencial para ci l indros . inf initos  
-
Sea r 
donde G3(K,Z) ='€g E G3 / K Y p l  con tangentas) (ver 4 . 7 )  Y K es 
I :.z -1 . 
un euerpo convex0 en Ej. 
Uaando l a  relacidn dada en d . l 2  podems ahora def inir  una medid 
@Dmt- ) eobre Z (D) , concentraid.. Lobre 2 (D, R) def inido en 9 . 1  , para 
medir subconjuntos de Z ( D , K ) .  
; 1 
siendo A un subconjunto dc Z! (Dl , i (h) y G3 (Ath)  10s def inidos en 
Para poder nedir A ( 8  , B  ') O f p ~ ~ m ~ s ,  que e l e g i r  8  ' - C a Z es 
- " - 
egUival#lte a e l e g i r  8 '  en 8D y @nhonC6B8 as 8 '  - , Lx 
5.1, o b s e r v e m o s  que 
f j , ~ ' ( h ) ) ) -  (h) 
h a  . m e d i d a  concentrada 
con lim e (h) = 0 
h+- 
del  hecho deduce 
sobre G 3 ( K , K t ) [  (o sea, si  n ~ ( a 3 e  4 ( K r K 1 , n )  - 4 (K,K', , ,##G3(K,K') y -1 
que A ( B r f i ' )  - C G3(K,Z) y por lo  tanto 
l i m  [ G ~ U L ( B , B ' ) , ~ )  - G j ( K , Z ( h ) ) ]  = 0 
Lon 
que es l o  m i s m o  que decir que 
Pero entonces 9.2 results 
considerando y r e e m p l a a a n d o  en 9.5' 10s valazss de 7 
Z (h) t iene a l tu ra  2h, se obti-a 
1 9.6 tn,.r + M( 
, siendo I = longitud de 8 ' 
f igura  de 7.3) 
, 
9 = dngulo entre las aomales (ver 
En el caso en el que B -8 - Ep, 9.5 r e s u l t a  
9 . 7  4 D ( K , Z ( D , K ) )  = - 1 ( 4  U + M ( K ) .  2 n )  
4 r  
r 
siendo u l a  longitud d e l  contorno de D  y M  (R) l a  curvatura media de 
K. 
Estamos ahora en condiciones de enunciar e l  resultado equivalen- 
 sea^ en E j  un cuerpo corn K de curvatura media M(R)  y un 
c i l ind ro  i n f i n i t o  Z cuya s e d b n  recta es una f igura  convexa D  




n y curvatura media M ( $ )  y s u  6lc a Z /  g l n  D = g ' l C  a D  , a D  tal ' 8 - -
qua long i l=t y e l  h g u l o  qua forman l a s  normales ex te r iores  a T 8  
es P . Entonces: suponiendlo que Z y K son tangentes, l a  probabilidad 
de que el  punto de tangencia se encuentre en y 8 ' e s t d  dada pox 
a,. r + M ( B )  .P 
; p D ( B , B W )  = 
4nu + ~wM(%) 
Como corn l a r i o  de e s t a  p-sicibn se obtiene: 
En e l  caso que D  se mt3a&~ a un g w t o  p - o sea z es una 
de 9.6 y 9 .7  r e s u l t a  
siendo M la i n t e g r r l  de curvatura m d i a  de aK. 
b '  ' 8 :: 
o sea sue: dados un cuerpo oonvam, K y B 5 3 ~ ;  l a  probabilidad 
da que una rec ta  tangents a it, ws t a n g a t e  en 8,  e s t d  dada por 
i r .  ' 
Nota: 9.  i0 coincide con l a  md1& ae maas l a s  r e c t a s  que son tangen s 
a K y he 9 . 9  se ve que, ~ecordando l a s  f k c i o n a l e s  $% 
&s en 5 .10  
Q sea que Y2(K,.)  serda una medidla na tu ra l  sobre las rectas que 4 




0 64 eitvacidn : 
I' 
En este prrdgraf o bmos ancontrado una medida sobre Z (D) , q u 4  
e l  coniunto de todos aaual lor  c i l indros .  cuva seccidn hor i  
un con junto congruente a D. 
medida sobre e l  .conjunto de clllndr4s no congruentes segUn otra I 
medida definida sabre el  conjunto de 10s cuerpos convexos, I 
91' - Fran jas de espacio limitadas por planos 
-- 
En E3, hay otro caso de cil indros inf ini tos:  1' 
Se  t r a t a  de l a  franja de espacio limitada por dos pianos 
: i t  
Veamos como podemos conatkulr un c i l b d r o  de esa forma: 1 
I Sea S un segment0 de longitud L, S E L ~  recta en Ej. Sea para 
cada x E L1, E2 (x) e l  plano ortogonal a Ll qua pasa por x. Entonces 
def inimos 
Ahora bien, llameaos B2(x,h) a l a  bola dos-dimensional de 
. c '3 8 7 
radio h y centro x, t a l  que t3 x f L, , B, (x, h) C E, (x) ; resulta L. 
y llamando ZS (h) & B p  (XR h) 
4+73':. i nuevamante queremos encontrar m a  medida ' sobre Z1(S). Para e l l o  Ys 
. I , .>- 
procedmos igual  que en 8, T o ~ s  
es- un subcon junto de Z1 (S) , , 
E3 = L1 (B E2 y entonces, si 
donde A(h) = '1gEG3 / 0 ( Z  + t) € A  y si 
t =  t l +  t 2 *  l t 2 1 2  c hl 
Z l ( K , S )  = { Z '  E Z1(S) / K y 2 '  son 
o en Ej, definimos aobre 
m n t e  a l o  hecho en 9. 
siando A un subcon junto de Zt €6)  y ( ( K , K B , .  l a  mediek c3 
concentrada sobre G3 ( K , K t  ) definida en 5.17. 
Andlogamente a l o  hecho'en 9, si  




- b .  
Pero entonces 
Adends, si B= El, en&oncos gl. 10 resulta 
& .. 
Entonces resulta: e; Sea en Eg un cuerpo convexo K, sea $ 5 aK de M g e n  esf6rica 
.) 6 z 
y sea ZS una franja de espaoio Umitada por dos planos a distancia 
L =  long. ( S ) ,  entonces l a  prabbil idad de que Zs y K Sean tangentes 
exactamente en B ,  suponiendo gue Zs y K son tangentes, esta dada por 
Nuevamente, corn corela&$& M deduce: si S se reduce a M punm 
1 P, entonces $p(K, . )  da una a$&$& sobre todos 10s planos tangenta~ 
a K en B 5 aK.  
gl. 13 1 4 =!LL r $3(K,8) 
2+ 2 n  
10 que prueba que $3(K , . )  es rura medida sobre 10s planos tangen 
a K. Este resultado se puede olptaer por otro d t o d o  directamente 
1 (I 131 1 per0 aquS resul ta  como e ~ r o l a r i o  de que ( (A,. ) ea ma -4. P 
10. Aplicaciones -- de l a  fdrmula obtenida en 9.8 
--
10.1 Cuerpo convexo K y c i l indm poliddrico ZD. 
Dados un cuerpo convex0 8 ,  de integral  de curvatura media M (Rl 
y un ci l indro  ZD, tal que su barn D sea un polfgono de a r i s t a s  fi 
- 
y dngulos Ai, y considerando la8 posibilidades de tangencia de ID co~. 
K, hpy dos posibilidades. 
1 '  
- '.I 
i) Z,, toca a K segdn una "ca&acr.' asto significa qua B '  - U 
si Lx es l a  recta ortogonal-@ D qlu pasa por x iconsiderando l 
ii) ZD toea a K segdn una * W t c r n  o sea qua o f  = u L x  
x Evertices de b 
- 8-lif icando 
.. - 
Considerrnos ahora que K as un cuerpo f i j o  y hagamos variar D, 
obtenemos que: 
' . .  . 
-+ i 
0 sea: Suponiendo que un ci l indro pol ie  a un '-) 
cuerpo K, l a  probabilidad de q I el  punto de tangencia sea un punto Ji 
-4 
de una cara serd igual a l a  probabilidad de que sea un punto de ma 1'4 
a r i s t a ,  si y s610 si 
2 1 . C i = M ( K )  
- i 
-7-7 ,  
10.2 dndlogamente como en 10.1 sea K un cue- convexo per0 sea 
ahora ZD, t a l  que D es uh segment0 de anchura a. Resulta en- 
tonces que : 
i) l a  probbi l idad de quo ED = clnt., de anchura ajtoque a K con 
e l  "in;te&io&" e s  
i f )  l a  probabilidad de que % toque a K con 10s bordes 
0 sea : s i  cengo un cuerpo convexo K de curvatura media M (KI 
- 
I y una c i n t a  de anchura de Las cuales  s i  que se tocan, entonces 4 la probabilidad de qua l a  cinta toque a K con un borde, es igua l  a 
1 la probabilidad de que l o  toque con el i n t e r i o r .  
1 10.3 Cil indro poli6drico ZD y g e p e n t o  de. longttud h. 
- - 
Nuevamente D es un polfgono de aristas ri. las probabllidadas 
no nulas son: -I 
+:! f L  
i) e l  segment0 toca de punta una " c a ~ "  de ZD. 
4s ;[ $$ 
Pi = - 
4r f li+ 2n.rh 
li 
- Pi - 
2 1 ii + r h  
i 
longitud h, para que la  grohbilfdad de que el  segment0 toque 
I 
con l a  punta una cara de ZD sea igual a l a  probabilidad de que toque 
10.4 dro cualquiera ZD y poliedro K. 
Tomepos un c i l indro convaxo ZD, tal que l a  longitud del contorno 
'%a de D es u, y K un poliedro de aristas ai y d ~ g u l o s  dfadros ail ansew 
i) probabilidad de que K toque a Z,, con una ar i s ta  
de que K toque a ZD con un vertice 
4 % ~  . . . 
10.5 .  Cilindro de base po l igoml  y poliedro K. 
En este caso tenemos l a s  probabilidades c lbsicas:  
# p :  
I '  
i) el cil indro y K se tocan srista contra arista 
1 Zn. a i h -  ail 
1 4n 1 fi + 2% - 1 ai(n - ail j 
j a 1 
E a * )  
- i . i .  




l a s  longitudes Be las ar i s tas  d e l  
t i. 
i i r  un vdrtice de K toca una maam" deX ci l indro 
poligono de base 
C i:i Sea por e jexnpio K un cubo die a r i s ta  a y Z el c i l indro  cuya seccidn recta es un cwdrado de lado 'a, Entonces 
bi l idad de que un cilZndro cuya seccidn re- es un 
cuadrado do lado a toque a 1  cubo "aUd.td con ak&tan es ;. 
. . 
l a  misma que ei; en v e ~  Be un ci l indko,  tomarnos otro  c u h  
de ar i s t a  a ,  
Queremos general izar  ahora 10s resul tados  obtenidos, a1 espa- 
c i o  euclidean0 de dimensidn n. 
Dado un cuerpo convexo 1[ an En, no ta rems  por I$ (X) a1 
"Quermassintegralw i-esimo de it ([ 81 , piSg.217) y por $ (a R) la 
i n t eg ra l  de curvatura media i-Bleima ([ 81 ,pdg. 223) . 
Para e l l o ,  en primer sugar, introducfmos la  notacidn y l a s  
definiciones necesarias. . .  
2 ' Para e l  caso en que el  contorno de K,aK , es de c l a se  C , l a  
definicidn de M: (a K) es l a  sigoiente: 
S i  aK es m e r f i c L e  da dficiasdimensi6n n-1 que l imi t a  a1  cuerpo 
K, se sabe que en cada punto ds aK hay n-1 8 i recc iones  prfncipalar  , 
" S i  da denota e l  elanento de  area  de a'K, entonces l a  K.lF*e*fRn-l* 
r-6sima i n t e g r a l  de curvatuxa m e d i a  &$ (a R) , e s t S  def in ida  por 
donde €r 1 denota la r4sima fuuncidn simetrica elemental 
i r  




t S i  K es un dominio, en # k  - 
I 
I 
w s vale l a  slguiente xelacldn en t re  pbg.234) . 
11.3 
D e  esta relacibn, podems extender la  deffnicidn de 
aquellos cuerpos convexos cuyo borde es una superf ic ie  de c l a se  C , 
a cualquier cuerpo convexo X, dado qua $(R) esta bien definido pa5 
F" - todo cuerpo convexo K. 
I 
r '- Con %n, denotaramos l a  b n s i d a d  de lo8 p-planos en 
12) y con d d ,  l a  densidad aineMtica en En. 
J i  Gn es el  grupo da mvimientos en En, dKn es la medida de 
I 
Eiaar sobre Gn, apllcada a posldones de un c 
I 
Por una cuestidn de notecfbn, llamemos p l a  medida de Haar 
sobre *Gn. 
t 
donde en - es el drea de la boLa un i t a r i a  de n-dimensiones (dafinida { 
71 
en 1.2) y x ( K )  es l a  c a r a a t e d s t i c a  de Euler-PoincarB. Para ver una 
definicidn axiomdtica de e s t a  caracterzst ica ,  ver Hadwiger [ 31 , 
Groemer I21 y Lenz 161. 'I t 
- " 1' I y : q  
8 ~ " - : 1 ? 9  -1  . I dr. .  
I 69. -7 C 
I f . I '  J I 
-. Sea a d d s  A l a  medida de Lebesgue en En y v l a  medida normali- 
: i  zada sobre SO,, siendo SOn el  gr-o de rotaciones en En. Entonces exis te  una identiflcacidn natutal  entra  Cn y En x 50,: 
I i i  
y : E~ x son Gn 
E ( t , ~  -+ gt, P 
'F de modo qua gt (x) = px + t V x E E n  r P I 
I Entonces se toma l ~ ,  como la imagan por y 
dw d i .  
duct0 
X I v , O s e a  
l ~  asf definida resulta invariant=, y por unicidad de l a  wdida de { ' 1  
Haar, resulta '"la medida de Ham ~ o b n e  el g ~ p o  de m o v L t n ~ m - t o ~  Onn.  + 
( [111, psg. 94-95). 
12. Medidas tangenciales - de merpos cobVexos en En. 
Sean K y K' cuerpos c o n a m s  en En y sea Gn e l  grupo de movimien- 1 
tos  en En. Dado g E Gn, con gK! notaremos a1 cuerpo congruente a K' , I 
resultado de apl icar  
S i  A e s  el conjunto 
entonces, mediante l a  fdrmula h a d m e n t a l  c i n e d t i c a ,  se e s t d  en 
condiciones de expresar l a  nmdida de Haar II sobre Gn d e l  con junto 
A, mediante 10s n Q u e ~ s s i n t e  len de K y K t  por 
n 




rmula, sus  a p l i c a ~ i o n e s  y generalizaciones se encuentran 
en e l  l ibro de Santald [ 81 ). 
3 L 
7 i 
Ultimamente se ha plankeado o t r o  prob lem similar: 
Dados dos cuerpos convexoe K y K 8 ,  queremos d e f i n i r  ahora una I 
medida sob CkCodas las n p o 4 L c i o n o ~ n  de K t ,  en las  cua les  es tangente 1 
,i 
a K, donde se entiende que K t  es tangsnte a K, s i  K n K t  # 9, pero 1 
e x i s t e  un hiperplano en En-<_l~que separa a K y K t ,  o sea, K nKv#4 
I 
; pero K y K t  no t ienen puntos i n t e r i o r e s  comunes. q i Intuitivamente eneontramas ma rnedida de la  s igu ien te  forma. 4% \ 
Dado K, un cuerpo conven, en En, sea Kg 
dis tanc ia  c ,  
el  cuerpo 
o sea, Kc es l a  unidn de tod&s las es fe ra s  
cuyos centros  son puntos de $. sd l idas  de 
para le lo  a 1 
rad io  s , 
*:: 1
S i  
Steiner 
l l ~ ~ o s  V ) a1 wLmeen de. K' , por l a s  f6rmulas de 5 
e ( f  81 , pbg. 220) vale 1 P 
.1 
esta fdrmula se o b i = i a ~  las relaciones 
resulta, por 12.1 - 
1El 




- en,Z...el 1 . 1 ( 1 < + j ( ~ ) .  $ n - h ( ~ i ) . e  
hP.0 j=o  
Por tanto, si  A es el conjunto definido en 12.1, 
n-1 n-h 
. . e l  E n L. ( I  s+j (R) Vgh 
Iro  j P 1  j 
+ 1 Pero entonces existe l i m  -- P (A€- A) = 6  (K,K'  ) , Y 
€4 e 
I n-1 12.9 6 ( K , K 1 )  = .el.n . 1 (n-h) (K) $ - h ( ~ t  
I hF0 
es l a  medida deseada. 
i 
En terminos de l a s  curvaturar medias, obtenemos: 
I n-1 
12.10 6 ( K , K t )  = 8, - 2 . 0 0  e, . 1 1 (n-h) (i) %(K) Smhel ( K t  = 
I h=O ' i  
Para poder formalizar este reaultado, debemos anal izar  var ias  
I L 
: i cuestianas. Para e l l o  nos basarclyw prinaipalmente en un a r t f cu lo  - 1 1  
!' 
- de W . W e i l  [ 141. 
rnll la !- 
En el  caso de la pregunta sabre todas aquellas posiciones de K t .  
I t a l e s  que K n K t  es d i s t i n t a  del vacfo, l a  palabra "moverno4 a.teaZoa.iu 
[b mentell a Kt, no t r aa  problems, ya gue d~~ es l a  madida natural  sobre 
e l  grupo de 10s movimientos %. 
} i -  I 
I' I 




Pero si definlmos: 
1 2 . l l ~ b ~  4~ -. G ~ ~ ( K , K ~ )  -'{g E G, / K y ggr son tangentesl 
entonces la  pregunta s i  sobra O n ( K , K t )  hay una medida llnatukaL'l 
es d i s t in ta .  
y 6' subcoftjuntos de a K  y a K '  respectivamente 
y sea 
entonces n a  in te resa  saber si  estos con juntos Co ( B , B ' ) son medibles. 
W e i l  (1 141  construye una nmdida bore l ima  f i n i t a  sobre Gn(K,K' 1 
4 (K,K1 , ; ) que puede mirarse como medida tangencial  "natukae" de K 
y K' y que, t ras  una nonrnalizacfdn serb  l a  m e d i &  na tu ra l  de probabi- 
l idad. Prueba que entoncea 10s conjuntos C, (B ,B ' )  definidos en 
12.12 pertenecen a la a-algebra de 10s borelianos sobre On (K,K' ) , 
:q cs~ltpletada con respecto a 9. 
En este t rabajo ,  solanrent8 axplicaremos l a  c u n s t ~ c c i b n  Be 6- 
cuya formalizacidn puede verse  en e l  t rabajo  de W e i l -  y ve rems  que, 
e l  caso en e l  que 8 = 8 = En, ( (X,K1 .Co (En, En) )  coincide.- salvo un 
%: fac tor  constante- con a(K,K1)  definida an 12.9 - lo que prueba la I r :  :;+ g 
-.?-#M natural idad de 4 .  L , h  - 
I 
I Para e l l o  mostrarems-siguiendo Msicamente l a  notacidn de R. Schneider 1111-  qua a cada cuergo convexo K en En, le estdn asociados 
I Yh n+l  funcionales $i i=O,l,..,n, tales que .Vi(K,.) son aedidas f i n i t a s  




cuerpo cada boreliano 
- TiTr= -I 1; . >  1 -  .( A p t l  :, ;Tl: 
I 
donde X ss l a  medids Lebes@k,.b En . 
,, ,. 
8~ 
. I -  
a ZJ 
Notemos que A (K, 4) -- V ( I  ) Ke W i n i d o  como en 12.3. Pero ' 
,f 
entonces, usando 12.4 resultir  . 
.. -v  
' i n 




i ' I  -)I L 
y dando a s 10s valores O,l,.. ,n puedo despejar-usando l a  reg la  
I de cramer-W; (K) . mL i '  a 
donde a sdlo  dependen de n , i  y j. i j 
Def inirnos entonces , con, genaraliracibn de $ (K) . 
a con a 10s mismos que en 12.3.6, con l o  que r e s u l t a  i j 
, A  -. .A 
I I . . 12.18 + $ E n  = 3 (R) 
Notemos a d e d s ,  que s i  13 = a K , r e su l t a  
Y a  qua q0 ( K t  $1 es, por la b f i n i c i b n  dada en 12.17, 
#O(K,$) = V(K n 8) = v o l u n n  da l tng , que en e l  caso en e l  que 
8 - C a K  es nulo. 
Estos funcionales ji (X, : ) def inidoo corn en 12.17, son medidas 
f i n i t a s  sobre 10s borelianos en En. ([ 11) ) . 
Por o t r o  lado ([ 1 4 1 )  , para B 2 aK,  va le  l a  fbrmula loca l  de ' 
por l a  cual quedan definidos I@. ~ u n g s m a s s e  yi (K, ) de K, 
3 - y son exactamente 10s d e f i n i m e  en 12.17. 
- 
Estamos ahora en condicianes de d e f i n i r  una medida sobre G ( K ~ K '  
Dado un boreliano en Gn definimos. 
donde T(K,K') : E n  En 
x + IS + u(K,K')  
si u(KrK') = x-x', si xE K y xlE K' son 10s que .neaUzan l a  dis- 
tancia de K a K'. 
W e i l  ( 1 1 4  1 1 , prueba que : r ; 1) CF (9)  son borelianos (y por lo  t an to  medibles segdn v ) 
ii) v (Ce  ( . I  es una medida bon3.iana f i n i t a  sobre Gn, que esta 
concentrada en Gn (K,K1).  
n 
iif) u ( C F ( q ) )  = cJ(;) ) l j@ - p K 1 ,  dv(p) 
jP1 




siendo: SOn e l  grupo do rotacionas 
u l a  medida sobro $0, 
$ l a s  definidas en 12.17 y 
a ( p )  = ' { X E  E ~ / ~ ~ , ~ E ~ ~ G ~ ( K , K ' ) ~  
Entonces se define 
F'; o sea como e l  coef ic i sn te  de s de l a  expresidn dada en iii) 
Sean ahora y 8 '  incluidoa en a K y a K '  respectivamnte.  S 
entonces C o ( ~ , e t )  es e l  confunm definido en 12.12, W e i l  prueba 
0 sea, s i  $ = aK y 8'  = 3 ~ 1 ,  
Pero recordando que nag (id = en-l y l a  medida 
w" (Ki n-i 
12.26 
l o  que prueba l a  natural idad Be 4. 
k 
hi- 
13. Cilindros convexos en %. mdida  sobre c i l i nd ros  
- ,  --
En e l  capf tulo  anter ior ,  
sobre cuerpos convexos K y K1 
.:' 
n-i (K' , B ' 3  -+ 
estudiamcrs l a s  medidas tangenciales . 
en Em. En este pdrrafo queremos anal  
-- 
l a  situacibn. en l a  que K, sea un c i l ind ro  infinite. 
Para e l l o  primer0 definfremos l o  que s ign i f i ca  un c i l ind ro  e n  
I 
En y luego buscaremos, an&logaaenta como en 10s capf tulos  an te r io r  
una medida na;tu/rat para c i l i n  
F V e4inZcCL6n sea en E~ Ln-s una v a r f a &  f i  ja de dimensidn n-q. Y sea D un 2 cuerpo convex0 en L t a l  quo aD 5 $-q sea de c l a se  C . Ahora, n* para cads x de D, considerama 11 q-plano L , que es ortogonal a $: L n ~  y pasa por x. '2 
AI. conjunto de todos 10s \ as l  construidos, l o  llamamos c i l i n -  
dro % - (1 81 ,pag.279). Q 
Los q-planos L son 10s gsa~radores  de Z y D es l a  seccidn 
9 4 
I 
' k;. - 4 A h  I I -  .Twm . 
Cada c i l ind ro  2 queda bi.n determinado (salvo un movimiento q 
I rfgido) por su seccidn normal D, 
I 
I 
Entonces definimos f r  01. ada-2791 l a m  + m t n r r A t e  ,-, .- . -, -- -.-,r-,2s de curva 
8D, considerado como variedad de 
sidn (n-q-1) en L . 0 sea: 
-. w; 7 .  . .,I 
notaremos con V ( Z  ' ) a1  volumn (n-q) -dimensional de D. 
<f 
En el l i b r o  de Santald (1 81, pgg.286) se define una medida ,L * 
I . .  
->..,; -. d b E  
) - ,  
siciones de 2 t a l e s  que X f l p l q  $4 , donde K es un cuerpo convexo Q 




Esta medida, que aquf llamarclmos bD (K, Zq) es (ver [ 81 ) ) 
Ahora, andlogamente como an e l  capftulo 12, nos preguntamos 
~ c d 1  sera l a  
es tangente a Ri! 
. . K c  igual que en 12.3 , entonoas 
I 
- 
13.4 b D ( ~ e r Z q ) " e n - l . . . e q V ( l q )  + 
0 sea que 
1 Entonces exis te  l i m  - G(K - It, Z ) - 6D, siendo 
€+ 0 € E q 




Para e l l o  fijemos en el  sspacio En dos subespacios L 
n-q Lqf 
' 
t a l e s  que es  ortogonal a 0 sea 
Sea ahora D un cuerpo convex0 en L , consideramos 
n-q 
siendo Z el  cilindro cuya secaidn normal e s  D. q 
Notemos que dado. g E Gn, 3 t e , t ) E  SO x En, t a l e s  que n 
1 w-.- - 
- L A  1 3 . 9  . g = e ( x  + t) 
- 3 I - i- 
: i!- y>!Rr .?2 
Pero considerando 13.7, t t1 + t2 COG t lE L Y t 2 E  Lq 
n-q r 
' -  . . entonces r e su l t a  
e ( x  + tl + t*) y G ( x )  = P(x  + El + E2)  
" WL 
~e l a  m i s m a  lMnera que i tbntif icamos a G~ con son .I x 
11.4 (0 sea ( 0 , t )  + g  / g ( x )  =e(x+t)) veamos aquf, que a Z ( D )  
definido en 13.8, l o  podemos i d e n t i t i c a r  con SO, x L definiendo 
n-q 
Por l a  observacidn 13.10, estd bien definida y r e s u l t a  una 
biyeccibn. Entonces def i n i m s  l a  medida sobre Z (Dl , yD, analogamente 
corn en  11.5. 
siendo Ala medida Lebasgue en Ln y v la medida normalizada sobre 5€ 
=n 
i ' =  t ! 4% 
1 "  7LF 1 5  5 a. . - .  
; , @;;gJ#-4 
1 1  16 _ 
Fdcilmente s e  v e r i f i c a  qua yD y aD coinciden salvo un f ac to r  
con s tan  te . 
S i  ahora queremos meair un subconjunto A de Z(b), resul tard:  I 
"I 
I 
f f @A d*(61 
8 b:8 'On T C ~ J  
siendo ~ ( 8 )   EL,^ / a@&1 E A }  
. ,  
S i  LI es l a  medida sobre On, qa~~rerms ahora hallar l a  relacidn entre 
yD y p , para luego goder usar l a  medida tangencial + , para encon- 
trar una medida tangencial s&rs 2 (0) . dk 
Para e l l o  def inims 




m 1  ) Infin&to. Consideramos entonces : 
Recordando que t lE  Ln t2 Q Lq. Usando 11.5 
siendo Tn (9) A t E En/ si. g (x) - e.(x + t ) ~  g E Gn 
Pero usando 13.17 y 13.16 resulta 
siendo T (Q) = ' It E Lnq / a ( B , t ) E  A 3  
h en L 9. 
Pero entonces 13.17 resulta 
Y $(O,h) l a  bola de 
d a l a n d o  con Ai - medida L a b -  en Et. 
0 sea ,'recordando 13.13. . 
1 4  .. mtTi'da' 'tanqeheal- mb* u&%%hWa a~nvcumo 
en. en -
Con l a  relacidn obtenida a X3.21, estams ahora en condicione's 
-, 
de generalizar e l  resultado obtanido para cuerpos convexos, a1  conjun- I 
t o  de c i l indros  Z (D) . 
Sea K un cuerpo convsxo en % p sea Z un c i l ind ro  i n f i n i t o  r I Q 
cuya seccidn normal D es de dLYnsi6n n-q. Sea r 
d 
s i d o  G n ( ~ , z '  1 aquellos ilovWesntos de On tales que K y 2 son tan- Q 9 
gentes - ver 9.7 . 
& 
B Consideremos ahota, para aada X E D ,  Bq(x,h =la de centro 
x, radio h, y dimensibn q, m t . n i d a  en Cq, t a l  que L es ortogonal I "  a D C L  Q 
- n-q en x. Sea 
I 
I 14.2 z q c u  - u . ~ B ~ ( x , ~ ) I  XED 
I entonces 
1 q = lim zq(hl h+- 
I 
Pero ahora Z (h) ur un mnvexo en En, entonces 
I 9 existe +(K,zq(h),.J @%en& + 'U amdid. dmfilllda en 12.22 y 12.23. 
Y Entonces definimos sobre X (B) una msdida (D ( E r e  concentrada 
- I 
-L sobre Z (D, R) de l a  siguiente manera; 
t- 
Dado A un subconjunto de E D ) ,  sea Gn@,h) igual que en 13.16 
k2; - entonces 
Observemos qua +D esM c a n c ~ t r a d a  sobre Z ( D , K ) ,  porque ( est 
concentrada sobre Gn(K,Z (h) ) para cada h. q 
Lo que nos interesa en este trabajo es nuevamente: Dado 6 un 
'i 
subconjunto en a K  y 8' un subconjunto en a Zq tal que 6' es  un 
"hec*o& ind in&ot t  , &cud1 sera la probabilidad que: dado Z' =, gZq t 
J.-. i que Z' es tangente a K,sea 6 fl . g ~ *  dis t in ta  de l  vacfo? 
Definamos primer0 l o  que amif i c a  que 6' en a Z es unn4 ecb 9 
i n $ i n i t o " .  Sea - C a D  y sea, para cada x E 5' L (k) el  subespaci 
' q  
ortogonal a D de dimensibn q que pasa por x, entonces 
Considerando para cada r E F' , Bq (x, h) corn en 14.2, def inimoe 
8' (h) = 44' I)qOc,fif. 
A!* , .  
Siguiando l a  definicidn & Lo. d f ( Z k 1  dada 
270) ,  defino 10s "-ngmmeb de 2 corn 9 
Ademds se ve que 
0, cu 
donde oi ( h )  es t a l  que - + 0 si h + = 
k9 





con ( D t R )  y B '  corn en 14.1 y 14 .5  respectivamente, queremos expresar 
Para e l l o  calculamos 4 (K,Zq (h) , Gn (A ( 6 ,  B ' 1 ,h) . 
S i  Co (6 ,  B ' (h) ) as el  conjunto de, todos 10s movimientos tales que 
8 y g B  ' ( h )  Sean tangentes (ver 5 .1 )  , por l a  f 6rmula obtenida en 
Ahora bien, corn A ( B , 6 ' ) C Z (D,b) , con l a s  identif  icaciones nece- 
I 
sarias,  1 '9 
Gn(A(B,B'),h) ' A ( B , B 1 )  para h + = 
. I  1.. . I 4 I
1 - - -1
C o ( B r B '  (h ) )  + A ( B , B 9 )  para h  -+ -. 
a Si ,(K,Zq(h)) es e l  conjunto deiinido en 9.7,  a 1  ser 4 una 
W i d &  concentrada sobre G,(I(,X ( h ) ) ,  resulta que: 
9 
don& 8(h) es t a l  que limn 8(h) = 0 
h* 
Pero entonces 
n  n-1 n-l = - 1 ( i *i+1 (K,B) J, z ( n ) , B 9 ( h ) ) - e ( h )  
~ b )  i = O  n-i q 
-- 
---- 
donde l a  dltima igualdad resulta de re-lazar 
por 10s valores  obtenidos en 14.8. 
'4 Estamos ahora en condiciones de enunciar el  resul tado f i n a l :  6 
Dados en e l  espacio E 2 un c i l i n d r o  convexo de dimensidn q 
n' q 
(o sea que su seccidn normal es un cuerpo convexo de dimensibn n-qr, 
Y un cu-o convexo K tales que Z y K @on tangentes,  y sea 4 
B 5 a ~  y 6 '  - c az 9 un A ecZok h d u t i t o  entonces l a  medida deC 
de po~dcionzs en la4  que y K 4on Xangentes exac.tamente en y 8 '  9 
En e l  caso en e l q u e  f 3 =  a K y  0 '  = a Z  r e s u l t a  9' 
y recordando 6D definido en 1 3 . 6 ,  se ve que 
1 4 . 1 6  6D - *eq $D (K,e(K,D) ) 
1: 
C .  1 '. 
- .  
i k  
I' Para e jemplif icar  el  resultado f i n a l  14 .14 ,  vamos a considerar 
10s casos n-3 y 4 .  
Para n=3, caben dos posibi l idades 3 p 1  8 q=2 
a) n=3, q=1 $ fi 
Z ,  son 10s c i l indros  cone=@ dae base D de dimensidn 2 ,  para 10s 
cuales,  s i  F1 C aD, ta l  que long r l -  1 y e l  dngulo que forman 
- 
k las normales ex te r io res  es r,  vale  que: 
F 2 2  'P El, $2(Z1,B') ' $2(D,fi') - 
I 3 3 
2 2  C $ l ( z l , B ' )  = - D ,  = - 
, . l4-3 3 3 e -71 , L . y recordando l o s  valores de $i(E,8) dados en . 12  , 1 
. - r 
F- . a 14 .17  +D(K,A(8r8"))  = -. fM(8)o'P + fig 1 )  
c. 4n 
I 
1 que e s  igua l  a l a  fdrmula obtenida en. 9.6. 4 I:, ; , :4 4. 
,- r 
.J 
que coincide con 91,k0. 
' c- a)  n=4 , q = l  y D es una esfera de radio  r, sobre l a  cual  esta 1 yql un domlnio 8 ' .  S i  K es un maergo convexo, supongo que f3 = E4, 
F(B' )  
1-1, entonces $i(K,8) = Wi(X) y d d s :  $ (Z , $ ' I  = -
I klt" 
1 q 4 
, i, '5 d 
rlr (2  , B b )  = - M ( f 3 ' )  
2 q 4 
Para n=4 y para f i j a r  las  ideas, vams a l imitarnos  a 10s casos ! 
par t icu la res*  siguientes : 
k  
I Entonces, aplicando estos valores a 14.14, resu l ta .  
I La medida de 10s c i l ind ros  de ~ e v o l u c i d n  en E4, cuya seccidn - 
r ec t a  es una 8--esfera de radio  2, y que son tangentes a un cuerpo 
. . 
convex0 dado K t  segdn l a  :frruzja correspondiente a1 dominio B'C aD . 
de area F (8' ) ; i n t eg ra l  de curvatura kedia M (8' ) e imagen es fe r ica  ' 
- 1 
I r; 14.19 @,(KIA(E4 ,e ' ) )  a A ~w,( Ic ) .~ , ,  + 2 ~ .  - c )  M ( B V  + W 4 ( K ) . P ( B v )  . ! 
, f  < 
I !  Ei- 14.20 4 2 )  ( D ( K , Z  ( K I D ) )  = - (M1(A) + 2 M 2 ( K ) r  + M3 ( K ) .  I .  lr 
-1 
I " ' b, n=4tqP2 
, k; Sea D un cfrculo  de radio  s y supongarnos nuevamente B = Ed. F Entonces l a  fdrmula f i n a l  14.14 serld I .  I 
14.21 4 $ D ( K I A ( E 4 , ~ ' ) )  = - I Q  + Wq(g) a t )  
I 2 7r 
En par t icu la r ,  si B'  = aD, reau l ta  
siendo g l a  longitud de B ' en B y IQ e l  dngulo que forman l a s  normale%' 
I '  
exter iores .  
t 
En pa r t i cu la r ,  s i  B v  = a D (se tiene: 
1 m . '  . La xnedida de 10s c i l i n d r o i  en E4, c u p  seccibn rec ta  es un c~rc;-" 
.I 
I 
PI l o  de radio  r y cuya genera t r i s  son 10s planos ortogonales a1 mismo, L .  
.A' . que son tangentes a un cuerpo convex0 K f i j o ,  va l e  In;, 
I 
Otro corolar io  de l a  propasicidn 14.14 es e l  siguiente:  Si 
reduce a un punto, Z se i d e n u f i c a  con un q-plano, entonces q 
I ) ~ ( Z ~ , B ' )  = 0 salvo qua j-n-q y entonces ( Z  , @ ' I  - ' nz .@-I q n 
1 J 
.. . Luego resulta : 
Dado en En un cuerpo conv- X, l a  medida de todos 10s 
q-planos que son tangentee a El. en B ,  8 5 aK, esa  dada por: 
0 4ea que $q+l ( K , B )  dun YM meddda na.tua1 de. t  conjuntb de xoaoj " % 
I t o 4  q-ptan~& que ltocan a K err 8. 
I 
I- 
Nota : este resultado fue probetlo por W e i l  ( 131 , de manera directa ' 
. ' 
resultando aquf coma corolario de un rssultado nbs general. 
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